FINE ANALYTISCHE UBUNG*

Leonhard Euler

§1 Denn das den Kosinus eines jeden Winkels ausdriickende unendliche
Produkt, welches ist

cos () = (1= ) (1 = o) (1 = ) (1~ ) ete,

Betrachtenden kommt es in den Sinn eine Methode ausfindig zu machen, mit
dessen Hilfe umgekehrt aus der natiirlichen Beschaffenheit dieses Produktes
sein Wert, welchen wir wissen = cos (%) zu sein, heraus gefunden werden
kann, bei welcher Aufgabe sich mehrere Kunstgriffe offenbart haben, von
deren Erkldhrung ich sicher bin, dass sie den Geometern nicht angenehm sein
wird.

§2 Ich lege also fest

§=(1—5) (1= g) (1 — g5 )etc
und nach Nehmen von Logarithmen geht fiir mich hervor:

InS=In(1-:5)+In(1— k) +In(1— 5) +etc

und weil gilt
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wird nach Ordnen dieser Reihen und Andern der Vorzeichen sein
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§3 Wenn wir nun die einzelnen vertikalen Spalten entsprechend anordnen,
werden wir die folgenden Reihen fiir —In S erhalten:

—-InS =LA+t +5+5+%+et)
+5i (14 31 + 3z + 72 + 31 +etc)
+3s (14 % + 3% + 7 + 35 +efc)
5 (1+ % + 5 + 25 + 5 + etc)

und so ist die Aufgabe auf die Summation der Reihen der gerade Istenzen
der harmonischen Progression 1, %, %, %, etc gefiihrt worden.

§4 Ich habe aber auch gezeigt, nachdem der Kiirze wegen 7 = J gesetzt
worden ist, wenn die Summen dieser Potenzen auf folgende Weise dargestellt
werden:

1+ % + % + 2 +etc = A,

1+ 3 + 21 + 25 +etc = B&?,

1+ % + 5 + 75 + etc = Co?,
etc

dass zuerst A = 3 ist, dann aber die iibrigen Buchstaben auf die folgende
Weise durch die Vorhergehenden bestimmt werden:

B =3A? C=%2AB, D = 3(2AC + BB),
E = 3(2AD +2BC), F = %(2AE +2BD + CC), etc,

die Giiltigkeit wessen sich zugleich aus der wunderschénen Ubereinstimmung
mit dieser Analysis zeigen wird.



§5 Nachdem also diese Werte eingesetzt worden sind, erhalten wir diese
Reihe:
—ll’IS — Ai52+1.3754_|_l.ci56+l.13758+ etc
nn 2 nt 3 nb 4 8
wenn wir daher also % = x setzen, dass x = 5. ist, wird diese Reihe diese
Form annehmen:

—InS = Axx + 3Bx* + 3Cx® + 1 Dx® + etc.

Um die Briiche %, %, %, etc zu beseitigen, wollen wir differenzieren, und nach
einer Division durch 20 werden wir erreichen:

—Zg—gx = Ax + Bx® + Cx° + DY’ + etc.

§6 Wir wollen hier der Kiirze wegen —zg—gx = 7 festlegen, dass wir haben:

T = Ax + Bx® + Cx® + D) + etc.;
wobei nach Nehmen von Quadraten diese Reihe entspringen wird:

T = AAxx + ABx* + 2ACx® + 2ADX® + 2AEX' + etc.
+BBx® +2BCx® + 2BDx'? + etc.
+CCx'0 + etc.

und so haben wir schon fiir jede Istenz von T die Formeln erlangt, mit denen
die Bestimmung der Buchstaben A,B,C,D fortgesetzt wird: Es fehlen nur jene
Koeffizienten %, %, %, etc.

§7 Diese Koeffizienten werden wir aber durch Integrieren einfiihren, nach-
dem wir mit 20 multipliziert haben werden. Es wird ndmlich aufgefunden
werden:

2 [trox = 2A%>+ 22ABx° + 2(2AC + BB)x’
+2(2AD + BC)x® + £ (2AE +2BD + CC)x'! + etc.
Weil nun gilt:
2A%2 =B, 22AB=C, 2(2AC+BB) =D, etc

werden wir, nachdem diese Werte wieder eingesetzt worden sind, zu dieser
Reihe gelangen:

2 [ty = Bx* + Cx° + D)’ + Ex° + etc.



§8 Weil wir also zuvor die Reihe gehabt hatten:
T=Ax +Bx3+Cx°+ Dy’ + etc.
flief3t daher offenbar die Gleichung;:
T=Ax+2 [ ttoy,
die differenziert gibt

0T = Adx + 2TTd) = %ax +27170), wegen A = %

Daher werden wir also 90T = 9 (1 + 477) haben, wobei dx = ; ﬁ; wird,
deren Integral leicht ist, es ist natiirlich y = Atan (27), wo die Addition einer
Konstante nicht von Noéten ist, weil ja nach Setzen von x = 0 T schon von
selbst verschwindet. Nachdem also diese Gleichung gefunden worden ist,

wenn die Grofie y wie ein Winkel angegeben wird, wird umgekehrt 27 = tan x

sein. Es war aber T = — %, wobei diese Gleichung erschlossen wird:
_ 95 _ _9S __ Odxsiny
53¢ = tan (x), und daher —¢ = <75
. . . . . 9S __ dcos .
§9 Weil also dysin x = —dcos x ist, wird @ = XX sein, und daher durch

Integratieren In S = In (cos ) + C, welche Konstante daraus bestimmt werden
muss, dass nach Setzten von x = 0 InS = 0 wird. Daher wird also C = 0
sein, so dass In S = In (cos x) ist, und daher, indem zu Zahlen tibergegangen
wird,wird S = cos x werden.

§10 Wir hatten aber y = 5. gesetzt, wobei natiirlich der gesuchte Wert S
also S = cos 5, hervorgeht, genauso wie schon zuvor bekannt war. Diese Ana-
lysis bestatigt also auflergewohnlich jene Relation zwischen den Buchstaben
A,B,C,D, die ich anders woher in der Rechnung eingefiihrt habe.



